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SUBIECTUL I
a) Demonstrati ca existd o matrice Ae M, (R), astfel incat matricele A, A?, A°,..., A®" si

fie distincte doua cate doud, iar G = {A, AZ A3 AZOlS} si fie grup in raport cu inmultirea

matricelor.
b) Ardtati ca grupul (G,-) construit la a) este izomorf cu grupul aditiv Z,,, al claselor de

resturi modulo 2018.

Rezolvare si barem:

2r 2
COS—— —-SIN——
a) Consideram matricea A= 2018 2018 . Avem
2 2
SIN—— COS———
2018 2018
cos2z —sin2rx
AP =] = 1p)
sin2z  cos2x

Matricele A, A%, A%,..., A sunt distincte doud cate doud ca si in cazul numerelor
complexe

6 =008 X7 isin 27\ c11,2,3,..,2018),
2018 2018

(1p)

care sunt raddcinile de ordinul 2018 ale unitatii.
Avem G ={1,, A, A*,.., A"} cu I, =A".
Inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G, Intrucét, pentru numarul intreg K +1,

unde k,1€{0,1,...,2017}, existd q e Z,r € Z,0 <r < 2018, astfel incat k +1=2018q+r si
ACA =(ATR) AT = A" €G. (1p)
Inmultirea matricelor este asociativa pe G = M, (R), intrucat este asociativd pe M, (R)si
I, € G este elementul neutru.
Orice element A* € G,k {0,1, vees 2017} este simetrizabil Tn raport cu inmultirea matricelor,
simetricul siu fiind A®**™* intrucat A*.- AP = A8 = |,
In concluzie G este grup in raport cu inmultirea matricelor. 1p)
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b) Considerdm functia f:Z,,, —>G, f(f)=A".Functia f este bine definitd deoarece din

f =1 rezulta r—r, divizibil cu 2018, deci exista qe Z astfel incat r—r, =2018q si atunci
avem A" = (AZ"“‘)q =1,, deunde A" = A" (1p)
Deoarece f (f+$)=f (r+s): A= AT-A = (F)-f(8),VF8€Zyy,, rezultd ca f

este morfism de grupuri.
(1p)
Functia f este evident surjectiva si intrucat f(F)=f(§)= A =A"= A" =l,=>r-s
divizibil cu 2018 = f = §, pentru orice f,§ € Z,,, ,obtinemca f estesi injectivi. In concluzie

f este izomorfism de grupuri si deci grupul (G,-) este izomorf cu grupul (Z,p,,+). (1 p)
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SUBIECTUL 2
Pe multimea K =(—17,+0) consideram legea de compozitie x® y =(x+17)(y+17)-17.

a) Aratati cd perechea (K,®) este grup comutativ izomorf cu grupul (R,+).
b) Construiti pe multimea K o lege de compozitie ,,®”, astfel ncat (K,®,®)sa fie corp

comutativ izomorf cu corpul numerelor reale (R,+, ) :

Rezolvare si barem:

a) Cum (x®@y)®z=(x+17)(y+17)(z+17)-17=x®(y®z),Vx,y,ze K, obtinem ca
legea ,, @ “ este asociativa. Cum XC—By=(X+17)(y+17)—17= y®Xx, VX, yeK, obtinem ca

legea ,, @ “ este si comutativa.
(1p)
Din x® 6, = x, Vx € K obtinem (X+17)(6’l +16) =0,V x e K, de unde, rezulta ca

6, =-16 € K, este element neutru in raport cu legea ,, ® “. Dinx® x’ =-16, X € K, obtinem

1 . . A ..
ca X' = 7 —-17, x"e K, este simetricul lui x in raport cu ,,®”. Deci orice X K este
X+
simetrizabil in raport cu legea ,, @ *. Tn concluzie(K,®) este grup comutativ.

1
Consideram functiile bijective f:K -»>R’, f(x)=x+17,9:R, >R, g (x)(: IFr:)x si
h:K >R, h=go f, deci h(x)=In(x+17). Intrucét
h(x®@y)=In(x®y+17)=In(x+17)+In(y+17) =
=h(x)+h(y),Vvx,y e K, obtinem ca grupul (K,®) este izomorf cu grupul (RR,+).
(1p)
b) Din conditia de morfism h(x®y)=h(x)-h(y),vx,y eK, gisim In(x®y+17)=

In(y-+17)

=In(x+17)-In(y+17), de unde x®y =(x+17) ~-17,vx,y e K.

(1p)
Cum (x®y)®z= (x+17)'”(y+l7)""(”17) ~17=x®(y®12),VX,y,zeK obtinem ci legea ,,®
este asociativd. Cum In(x®y+17)=In(x+17)In(y+17)=In(y®x+17),Vx,y € K rezultd

ca legea
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,, ® “ este comutativa.

(1p)

In(6,+17)-1 _ 1, VxeK, de unde rezulta ca

Din x®6, = x,Vx e K obtinem (x+17)

0, =e—-17 € K, este element neutru in raport cu legea ,, ® “.

Din x®(y®z) = (x+17)"" ) _17 = (x4+17)" . (x+17)

(x®y)®(x®12), Vxy,zeK,deducemcid, ® “este distributiva fatd de ,, ®”.
(1p)

—17,x" e K, este simetricul

In(z+17)

_17=

1
X+17)

Pentru x e K \{—16}, din x®x' =e—17, obtinem ca X' = e
lui x n raport cu legea ,, ® *. Deci orice X € K \{~16}, este simetrizabil n raport cu legea ,,
® “.
In concluzie (K, ®, ®)este corp comutativ izomorf cu corpul numerelor reale (R,+,).

(1p)
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SUBIECTUL 3
Fie a,beR,a<b sifunctiile f,g:[a,b] >R’ continue. Si se arate ca exista c €(a,b)

astfel Tncat Lc f(x)dx = J'Cb g (x)dx.
Gheorghe Stoica-G.M. 12/2017

Rezolvare si barem:

Consideram functia H :[a,b]—> R, H (x)= [ f (t)dt - g (t)it.

(1p)
Deoarece f si g sunt continue functia H este continua.
(1p)
b b
Avem H (a)- H (b)=([. g(t)dt).(ja f(t)dt).
(1p)
Cum f(t)>0,Vte[a,b] si g(t)>0,vte[a,b] obtinem | f (t)dt>0si g(t)dt>0.
(1p)
Deci H(a)-H(b)<0.
(1p)
Din H continua pe[a,b] si H (a) H (b) <0 rezulta ca existd C e (a,b), astfel Tncat
H(c)=0.
(1p)
In concluzie exista ¢ e (a, b) , astfel incat J: f (t)dt —Lb g (t)dt =0,
adica astfel incat
LC f (x)dx = J.Cb g (x)dx
(1p)

Observatie. H este derivabila si H'(x)=f (x)+g(x)>0,vxe[a,b]. Deci H este strict

crescatoare si atunci punctul C (a carui existentd am demonstrat-0) este unic.
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SUBIECTUL 4
- 1

Fie sirul T &Ek(2k+5)
1€ siru (an)nzl a, k:lk(2k +5)

a) Aritati ca a, :%f(l— xs)(z xz"‘ljdx; b) Calculati lima,.
k=1 n—o0

0

Rezolvare si barem:

n 1 201 1
) Y ) I | 1
2 a, ZZk(2k+5) 5;(2k 2k+5) (1P)

k=1

. 2 1 . N 2 1 ~ 2 o1 n ~
Deci a, :gkzl“jo(xz" X 4)dx=€jokzl:x2" '(1- x5)dx=gjo(1— XS)(“ X% ljdx,
(1 p)
X(L4 XX X0+ x*) (1= x")

b) an:éf:x(l—xf’)(ux +.. + ) =—I T dx .

(1p)

1x5+x“+x3+x2+xdx 2J~1x5+x4+x3+x2+x dx
X+1 '

2
Rezultda, = — J
570 X+1

Deci a, =3J.1(x4+x2+1—i x—g'fl(x4+x2+1—ij-x2"dx. (1p)
570 X+1 50 X+1

ij x°" <3x°", pentru orice x [0,1], obtinem
X+1

Cum 0< (x“ + X2 +1—

1 1 1
O<||x*+x®+1——— |- x®"dx< | 3x*"dx = . 1
IO( e x+1j JO 2n+1 (Lp)
. 1 1
Rezultd ci lim J.(x4+x2+1——j~x2”dx =0. (1p)
n—w| J0 X+1
1 2(1 1 46 — 30In2
Deci lima_ = X+ x2+1-—— [dx = +1-In2 |=—"FT-—-= 1
o & = I( x+1 5(5 3 j 75 (1p)



